INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 1
Espaces mesurés

QUELQUES EXERCICES POUR BIEN DEMARRER...

Exercice 1 [Opérations sur les tribus|. Soit F une tribu de © et B un élément de F.
Montrer que la classe de parties de Q définie par {AN B, A € F} est une tribu de B — on
I’appelle tribu trace de F sur B.

Montrons maintenant que la réunion croissante de tribus n’est pas forcément une tribu.
Soit 2 = N. Pour tout entier naturel n, on pose F,, = 0({0},...,{n—1}). En considérant 2N,
montrer que U,enF,, n'est pas une tribu.

Exercice 2. On considére un ensemble E, et (A,),>1 une suite de sous-ensembles de E. Si
A C E, on note I4 sa fonction caractéristique.

(1) Que désignent “avec des mots” les ensembles suivants,

U4 NUA?

n>1k>n n>1k>n

Le premier est noté liminf,, A,,, le second lim sup,, A,,. Interpréter. Relier les fonctions
caractéristiques ljim inf,, A, >limsup, 4, aux fonctions I4,, n > 1.
(2) On suppose que (E, A, 1) est un espace mesuré (p est une mesure positive). Montrer
que
u(limninf Ap) < limninfu(An) ,

et que si p(Up>14,) < 0o, alors
wu(limsup A,,) > limsup p(A4,) .
n n

(3) Lemme de Borel-Cantelli: Soit (A4,),>1 une suite d’éléments de A.
Si ), w(An) < oo, montrer que p(limsup,, A,) = 0.

(4) Application. Soit € > 0. Montrer que pour presque-tout = € [0,1] (i.e., pour la mesure
de Lebesgue ), il existe un nombre fini de rationnels p/q avec p et ¢ premiers entre
eux tels que |z — p/q| < 1/¢*T (donc presque tout = est “mal approchable par des
rationnels a 'ordre 2+ ¢£”). Question subsidiaire : donner des points pour lesquels ceci
est vérifié, et d’autres ou ¢a ne 'est pas.

Exercice 3. Soit (E,.A) un espace mesurable et (f,), une suite de fonctions £ — R mesu-
rables. Montrer que ’ensemble des x ou (f,(z)), admet une limite finie est mesurable (une
méthode consiste a utiliser le critere de Cauchy).

Exercice 4. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré, avec p mesure positive de masse totale non
nulle, et f : £ — R une fonction mesurable. Soit U un ouvert de R contenant 0, montrer qu’il
existe un ensemble A € A tel que pu(A) > 0 et

VCC,yGA, f(x)_f(y) el



QUELQUES EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5. Existe-t-il une tribu A (sur un ensemble E) qui soit infinie dénombrable? On
pourra (par exemple) s’intéresser aux “atomes” de la tribu A: pour z € E on note

= (] A
AcA:xcA

On montrera alors que chaque élément de A s’écrit de fagcon unique comme réunion d’atomes,
et que 'injection ainsi définie est en réalité une bijection lorsque A est dénombrable.

Exercice 6.

(1) Soit By I’ensemble des boréliens de R¥. Montrer que By, 1, est égal & la tribu produit
B, ® B,, pour tout m, n.

(2) Plus généralement, si X et Y sont deux espaces topologiques, admettant une base
dénombrable d’ouverts, et munis des tribus boréliennes B(X) et B(Y'), alors B(X X
Y)=B(X)®B(Y).

(3) Soit I un intervalle ouvert de R, et C' l'espace des fonctions réelles continues sur
I, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. On note Cy
la tribu borélienne et Co la plus petite tribu rendant les applications de projection
7y f — f(x) mesurables pour tout z € I. Comparer ces deux tribus.

QUELQUES EXERCICES PLUS AVANCES

Exercice 7 [Ensembles de Cantor|. Soit (d,),>0 une suite d’éléments de |0,1[, et soit
Ky = [0,1]. On définit une suite (K),>0 de la fagon suivante; connaissant K, qui est une
réunion d’intervalles fermés disjoints, on définit K, 1 en retirant dans chacun des intervalles
de K, un intervalle ouvert centré au méme point, de longueur d,, fois celle de 'intervalle. On
pose K = ﬂnzo K,.

(1) Montrer que K est un compact non dénombrable, totalement disconnecté (i.e., ses

composantes connexes sont réduites a des points), sans points isolés.
(2) Calculer la mesure de Lebesgue de K. Commenter.

(3) En pensant a des ensembles de Cantor, pouvez-vous construire un chemin injectif de
[0,1] dans [0,1)? dont la mesure de Lebesgue n’est pas nulle?

Exercice 8. Questions! pour la mesure de Lebesgue A sur R:
(1) Un ouvert de R de mesure finie est-il forcément borné?

(2) Un borélien de mesure strictement positive est-il forcément d’intérieur non vide? Un
ouvert dense de [0,1] a-t-il forcément une mesure 17

(3) Construire deux compacts de [0,1] homéomorphes, I'un de mesure nulle, autre de
mesure strictement positive.

(4) Soit 0 < € < 1, construire des ouverts denses dans [0,1] de mesure inférieure a €, de
mesure égale a €.

(5) Construire un borélien A de R tel que pour tout intervalle ouvert borné non vide I
on ait 0 < AM(ANI) < A().

1. cet exercice requiert des résultats de ’exercice 7



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 2
Espaces mesurés — Intégrale des fonctions mesurables

Dans ce qui suit, (E, A, n) désigne un espace mesuré. Les fonctions mesurables f : E — R
ou C considérées le sont par rapport a la tribu A et a la tribu borélienne de R ou C, notée
B(R) ou B(C) respectivement. A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

QUELQUES EXERCICES POUR BIEN DEMARRER...

Exercice 1. Soit f une fonction intégrable sur (R, B(R), ), et a > 0. Montrer que pour
presque tout = € R,
lim n™*f(nz) = 0.

n—oo

Exercice 2. Soit f : R — R™ une fonction positive mesurable. On suppose que pour tous
a < b, f]mb[f(x))\(dx) = 0. Montrer que f = 0 A-p.p. Faire de méme pour f : R — C
intégrable.

Exercice 3. Soit f : E — C une fonction intégable. a valeurs complexes. Montrer que si
| J5 fdpl = [ |f|du alors il existe a € C, |a| = 1, tel que |f| = af p-p.p.

Exercice 4 [Uniforme continuité de I’intégrale]. Soit f : F — R une fonction intégrable.
Montrer

Ve > 0,30 >0, VA € A, M(A)<5:>/]fdu<s.
A

En déduire que si f : R — R est intégrable pour la mesure de Lebesgue, alors F' : u —
f[o 4 f dX est uniformément continue.

QUELQUES EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5 [Théoréeme d’Egoroff]. On suppose que p(E) < co. On considére une suite
(fn)n>1 de fonctions réelles sur E, mesurables. On suppose que f, — f p-p.p. Montrer que
pour tout € > 0, il existe A € A tel que u(A) < e, et sur E \ A, la convergence a lieu
uniformément. Indication: on pourra considérer les ensembles

Ein =) {|fj _fl< 2*’“}.
j=n
Que se passe-t-il si pu(F) = o0?

Exercice 6 [Lemme de Scheffé]. Soit (fy,)n,>1 une suite de fonctions E — Ry positives
mesurables, convergeant yu-p.p. vers une fonction f. On suppose que

/fnd,u—>/fdu<oo

Montrer alors f,, — f dans L'(p). Donner un énoncé analogue pour des fonctions f, : R — R
intégrables.
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Exercice 7. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout y € R, on note N(y) € R le
nombre de solutions de I"équation f(x) = y. Montrer que N est une fonction mesurable.

UN EXERCICE PLUS AVANCE

Exercice 8 [Convergence en mesure]. On suppose que u est une mesure (positive) de
masse finie — pour fixer les idées, disons que p est une probabilité. Soit (fy,)n,>1 une suite de
fonctions mesurables de E dans R. On définit que la suite converge en p-mesure (u-probabilité)
vers f : E — R lorsque

Ve >0, w(lf—fol >e) —no0 0.
Montrer que si f, — f p-p.s. (ou dans L'(p)), alors f,, — f en p-probabilité; remarquer
également que les réciproques sont fausses.

En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f,, — f en probabilité, alors on peut
extraire une sous-suite qui converge u-p.s. Montrer que f,, — f en probabilité si et seulement
si de toute sous-suite extraite de (fy)n>1, on peut extraire une sous-sous-suite qui converge
u-p.s. vers f.

Application: un théoréeme de convergence dominée un peu plus fort. Si les f,, n > 1, sont
toutes dominées par g intégrable, et si f,, — f en p-probabilité, alors f,, — f dans L!(u).

Remarque: la convergence en u-probabilité est en réalité une notion topologique. Montrer
que I’on peut munir ’ensemble des fonctions mesurables d’une distance pour laquelle la conver-
gence équivaut a celle en probabilité (la convergence en probabilité est donc métrisable — on
peut méme proposer deux distances différentes mais équivalentes), et que 'espace métrique
ainsi obtenu est complet. (Prouver, en revanche, que la convergence presque-siire n’est pas
métrisable en général.)



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 3
Régularité des mesures — Mesure et intégrale de Lebesgue — Théoremes de convergence

REGULARITE DES MESURES ET LIENS ENTRE FONCTIONS CONTINUES ET MESURABLES

Exercice 1 [Théoréme de Lusin]. Soit (E, A, 1) un espace mesuré, ou E est un espace
topologique muni de sa tribu borélienne A, et u est une mesure (positive) finie et réguliére,
i.e., telle que (régularité extérieure) pour tout A € A,

w(A) = inf{u(U) : U ouvert, AC U},
et (régularité intérieure) pour tout A € A,
w(A) = sup{u(K) : K compact, K C A} .

Soit E’ un espace topologique & base dénombrable d’ouverts (muni de sa tribu borélienne).
Montrer qu’'une fonction f : E — E’ est u-p.p. égale & une fonction borélienne si et seulement
si pour tout € > 0, il existe K C E (compact) de mesure vérifiant p(K€) < ¢ et tel que la
restriction de f & F'\ K est continue.

Remarquer que I'on ne peut pas remplacer la premiere assertion par la simple mesurabilité
de f.

Exercice 2 [Théoréme de Vitali-Carathéodory]. Soit (F,.A, ;) un espace mesuré, avec
u positive réguliere (mais non nécessairement finie). Soit f : E — R une fonction intégrable,
et soit € > 0. Montrer qu’il existe deux fonctions réelles u et v définies £ — R, telles que
u < f <w, avec u semi-continue supérieurement et bornée supérieurement, et v semi-continue
inférieurement et bornée inférieurement, de sorte que

/R(v—u)d)\<e.

Rappel: u (respectivement v) est dite semi-continue supérieurement (resp. semi-continue
inférieurement) si pour tout o € R, {u < a} (resp. {v > a}) est ouvert. A titre d’exer-
cice, vous pourrez prouver également que toute fonction semi-continue, inférieurement ou
supérieurement, est mesurable. Exemples: la fonction caractéristique d’un ensemble ouvert
est semi-continue inférieurement. La fonction caractéristique d’un ensemble fermé est semi-
continue supérieurement. Notez que la classe des fonctions semi-continues supérieurement
(resp. inférieurement) est stable par addition.

Exercice 3 [Régularité des mesures finies sur un espace polonais]. Un espace topo-
logique E est appelé polonais s’il dispose d’'une métrique qui le rende complet et séparable.
Montrer que toute mesure borélienne finie définie sur un espace polonais est réguliere.

Du cALCUL, DU CALCUL...

Exercice 4. Calculer, en fonction de o € R, les limites quand n — oo de

/(1—x>nx°‘1dw et de /(1—$>neo‘zdx.
0 n 0 n
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Exercice 5. Soit (fy,) une suite de fonctions intégrables sur (E, A, 1). Montrer que

Z/Elfnldu<oo implique Z/Efnduz/E > fo | du,

n>0 n>0 n>0

1
1
/ ne dz .
0o 1—=x

Exercice 6. Soit (a,) une suite quelconque de réels et (o) une suite de réels strictement
positifs. Montrer que si

puis calculer

> Van < +oo,

n>0

Qn
S
= |z — ap|

Qn
S0
= |z — ay,|

Exercice 7. Soit ¢ : [0,1] — R Lebesgue-intégrable. Etudier les fonctions

1 1
F:t€R+b—>/ Ve(z)2+tde et G:tGRH/ lo(x) —t|dx .
0 0

alors, pour presque tout x € R,

et méme, a y bien regarder,

Exercice 8. En dérivant sous le signe somme, calculer la transformée de Fourier de la densité
H . —x2/2

gaussienne [ :x+— e /V/ 2.

Rappel:

/ e /2 dg = Vam .
R

MESURE ET INTEGRALE DE LEBESGUE

Exercice 9. Rappeler pourquoi, pour qu'une partie £ de R soit Lebesgue-mesurable, il faut
et il suffit qu’il existe deux ensembles disjoints A et IV, tous deux boréliens, N étant de mesure
nulle, tels que AC EC AUN.

Sig: R — R est Lebesgue-mesurable, montrer qu’il existe deux fonctions boréliennes f
et h a valeurs dans R telles que f = h presque-partout, et pour tout x € R, f(z) < g(z) <
h(z) < +o0.
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Exercice 10. Montrer que f : [0,1] — R bornée est Riemann-intégrable si et seulement si
I’ensemble D des points de discontinuité de f est de mesure de Lebesgue nulle. A cet effet,
(1) on appelle oscillation de f en z € [0,1] la quantité
w(fr) = Tim  sup{|f(u) = F@)|:Ju—2| <h, [v— 2| <h};
h—0, h>0
montrer que f est continue en x si et seulement si son oscillation est nulle en z;
(2) soit I un intervalle compact de [0,1]; si w(f,-) < e sur I, montrer qu’il existe a > 0
tel que |u — v| < a implique [f(u) — f(v)] < & sur [;
(3) on note D, I’ensemble des points de [0,1] ou l'oscillation est supérieure ou égale a ¢ ;
montrer que D, est un compact (en prouvant que son complémentaire est ouvert) ;
(4) conclure a I’équivalence proposée.
La fonction g est-elle Riemann-intégrable, Lebesgue-intégrable?

Exercice 11 [Ensembles non mesurables]. Voici une construction proposée par Vitali en
1905. Une autre méthode d’obtention d’ensembles non-Lebesgue mesurables de R est due a
Bernstein (1908). Voir a ce propos J.C. Oxtoby, Measure and Category, chapitre 5. Quant a
prouver qu’il existe des ensembles Lebesgue-mesurables non boréliens, une premiere référence
est W. Rudin, Analyse réelle et complexe, chapitre 2 — 'auteur y propose un argument de
cardinalité.

Soit (F, A, ) un espace mesuré, de mesure totale finie non nulle. On suppose qu’il existe
une application mesurable bijective T, a réciproque mesurable, et qui conserve la mesure au
sens ou 1" o u = u, c’est-a-dire:

VA€ A, p(TA)) = p(A) .
On suppose de plus que T n’a pas de point périodique, soit, sin € Z et x € E sont tels que
T™(zx) = z, alors n = 0. Pour chaque z, on considere l'orbite O(z) = {T™(z), n € Z}. Par
I’axiome du choix, on construit un ensemble A choisissant un unique élément dans chaque
O(x), z € E.
(1) Montrer que A n’est pas mesurable.
(2) En particulier, construire un sous-ensemble de R qui n’est pas mesurable pour la
mesure de Lebesgue.
(3) En déduire qu’il n’existe pas de mesure p sur (R, P(R)) invariante par translation,
donnant une mesure finie mais non nulle a [0,1].

UN EXERCICE PLUS AVANCE

Exercice 12 [Fonctions réelles additives]. Soit f : R — R additive, i.e., telle que pour
tous z, y € R, f(z+y) = f(z)+ f(y). On se propose de montrer que si f est mesurable, alors
elle est linéaire, i.e. il existe un a € R tel que pour tout x, f(x) = ax (et non seulement pour
presque tout x). On propose le schéma de preuve suivant :

(1) Montrer que pour tout z € R et r € Q, f(rz) = rf(x).

(2) Montrer que si le graphe de f n’est pas dense dans le plan, alors f est linéaire.

(3) Soit A un borélien de R de mesure de Lebesgue A\(A) > 0. Montrer que l’ensemble

A-A={zx—y:zyec A}

contient un intervalle ouvert centré en 0.



(4) Montrer que si f est mesurable, alors elle est bornée sur un voisinage de 0. Conclure.
En déduire la forme des fonctions multiplicatives (vérifiant f(x + y) = f(z)f(y) pour tout
x,y € R) qui sont strictement positives mesurables.
Question subsidiaire : construire des fonctions f additives non linéaires.



INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 4
Théoremes de convergence — Espaces LY et L

Exercice 1. Soit (F, A, ) un espace mesuré, (A,),>1 une suite de A et f € L'(u). On
suppose que

Montrer que |f| < 2 p-p.p., puis qu'il existe A € A tel que f = I4. Montrer ensuite que si
Y on>1 M(AnAA) < oo, alors 14, — 14 p-p.p.

Exercice 2 [Réciproque au théoréme de convergence dominée]. Soit (F, A, p) un
espace mesuré, et (f,),>1 une suite convergente de fonctions de L'(y): il existe f € L'(u)
telle que || f,, — f[l; — 0. Montrer qu'il existe une suite extraite (fy(,))n>1 convergeant y-p.p.
vers f et telle qu'il existe h € L' (u) avec, u-p.p.,

<h.
sup | foen | =

Indication : définir ¢ : N — N croissante de sorte que pour tout n > 1,

1
[ fomery = Fom | < 55

et considérer la suite (g )n>1 définie par

n

9o =Y | Fotmsn) = fow |

k=1

Exercice 3 [Convergence en mesure]|. Soit (F, A, ;) un espace mesuré. On suppose que (i
est une mesure (positive) de masse finie — pour fixer les idées, disons que p est une probabilité.
Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables de E dans R. On définit que la suite converge
en p-mesure (u-probabilité) vers f: E — R lorsque

Ve >0, p(lf—fal >€) —no0o 0.

(1) Montrer que f, — f p-p.s. équivaut a la convergence vers 0 de supgs,, |fx — f| w-
probabilité (et donc, en particulier, f, — f p-p.s implique que f,, converge vers f
en p-probabilité); si f, — f dans L'(u), alors f, — f également en p-probabilité;
remarquer également que les réciproques des deux implications sont fausses.

(2) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f, — f en probabilité, alors
on peut extraire une sous-suite qui converge p-p.s. Montrer que f, — f en probabilité
si et seulement si de toute sous-suite extraite de (fy,),>1, on peut extraire une sous-
sous-suite qui converge p-p.s. vers f.

(3) Application: un théoréme de convergence dominée un peu plus fort. Siles fn, n > 1,

sont toutes dominées par g intégrable, et si f,, — f en u-probabilité, alors f, — f
dans L!(p).
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(4) La convergence en p-probabilité est en réalité une notion topologique. Montrer en
effet que I'on peut munir 1’ensemble L°(y) des fonctions mesurables (quotientées par
la relation d’égalité p-p.p.) des deux distances équivalentes suivantes,

d(f,9) = /Emin(l, If—gl)du ou 6(f,g) =inf{e>0|pu{lf—gl>c} <e},

pour lesquelles la convergence équivaut a celle en probabilité (la convergence en pro-
babilité est donc métrisable).

(5) Montrer que l'espace métrique (IL°(u1),d) ainsi obtenu est complet (on utilisera un
raisonnement similaire & celui de la solution de l’exercice 2). Prouver, en revanche,
que la convergence presque-siire n’est pas métrisable en général.

Exercice 4 [Uniforme intégrabilité]. Soit © une mesure finie (disons, de probabilité) sur
un espace mesurable (E,.A). Un sous-ensemble H de L'(E, A, 1) est dit équi-intégrable (ou
uniformément intégrable) si

lim sup/ |h|dp =0
T=+00 he J{|h|>a}

(1) Montrer qu’une partie finie de L' (1) est équiintégrable, qu'une famille bornée par f €
L' () est uniformément intégrable, et méme que, si H est uniformément intégrable,
alors

En={o €L (n):3heH, |¢] <|n[}
est également uniformément intégrable.

(2) Prouver que H C LL'(p) est uniformément intégrable si et seulement c’est une partie
bornée de L!(y) vérifiant

Ve>0, 30 >0, VAec A, u(A) <0 = supp[lh|la] <e.
heH
Montrer également qu’il existe des parties bornées de L' (1) non uniformément intégrables.
(3) Vérifier alors que si H est uniformément intégrable, alors il en est de méme de sa fer-
meture dans L' (x), et de son enveloppe convexe fermée. Si H et K sont uniformément
intégrables, alors il en est de méme pour H + K.
(4) Montrer que toute partie compacte de L!(u) est equi-intégrable. En particulier, si
(fn)n>1 est une suite convergente dans L!(u), alors {f,, n > 1} est uniformément
intégrable.

(5) Prouver le critére de de la Vallée-Poussin: H C L!(x) est uniformément intégrable si
et seulement s’il existe G : RT — R™ convexe croissante, avec

G
lim (z) = 400 et sup 1 [G(|h])] < 400 .
T=Foo T heH

En déduire que les parties bornées H de ILP(u), p > 1, sont uniformément intégrables,
et méme que pour tout 0 < g < p, {|h|?, h € H} est uniformément intégrable.

(6) Montrer que I’assertion qui suit est une amélioration du théoreme de convergence do-
minée, et la prouver : sur H C L'(x) uniformément intégrable, les traces des topologies
de LO(u) (voir exercice 3) et L'(u) coincident.
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(7) Prouver une variante du lemme de Scheffé: soit (fy,)n>1 une suite de fonctions mesu-
rables positives intégrables, convergeant en probabilité vers f € L!(u). Alors f, — f
dans L' (u) si et seulement si p[f,] — u[f]-

(8) En déduire que pour p > 0 et (f,)n>1 suite de fonctions mesurables réelles ayant un
moment d’ordre p, convergeant en p-probabilité vers f, on a équivalence entre les trois
assertions suivantes:

(i) {|fnl", n € N} est uniformément intégrable ;
(i) fn— f dans LP(s):
(i) o [[fnl”] = e [1FIP] < Foo.
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 5
Espaces ILP

Exercice 1. Soit (f,) une suite qui converge dans LP(u), 1 < p < 400 vers f. On suppose
que (fp) converge également p-p.p. vers g. Montrer que f = g pu-p.p.

Exercice 2. Soient f et g deux fonctions mesurables positives sur un espace (F, A4, i), qui
vérifient fg > 1. Montrer que [, fdp [, gdu > p(E)% Que dire d’un espace mesuré (E, A, p)
sur lequel on peut trouver une fonction f > 0 mesurable, telle que f et 1/f sont intégrables?

Exercice 3. Soit (fy,)n>0 une suite de fonctions positives dans l'espace LP(u), 1 < p < +o0.
Montrer que si f, — f dans LP, alors pour tout r € [1,p], f7 converge vers f7 dans LP/".
Indication: si x,y > 0 et r > 1, alors |27 — y"| < rlx —y|(z +y) L.

Exercice 4. Soit f une fonction mesurable sur (F, A, u), avec || f| ., > 0. Pour 0 < p < +o0,
on pose

o(p) = /E P du

et I ={p e R :p(p) < +oo}.

(1) Montrer que I est un intervalle. Est-il nécessairement fermé? En considérant la fonc-
tion f(x) = 27 1(1 + |Inz|)~2, montrer que I n’est pas nécessairement ouvert non
plus.

(2) Montrer que Inop est convexe (en particulier, ¢ est convexe) et que ¢ est continue
sur 1.

(3) Montrer que si p < r < ¢ sont tous trois dans I, alors p(r)'/" < max(o(p)'/?,0(q)"/9),
et ainsi, LP(p) NLI(p) C L™ ().

Exercice 5. Soit
1 .
Xn = % H[—m n| »

étudier sa limite dans L!(R) et dans L?(R) quand n — +oc. Utiliser cette suite de fonctions
pour montrer que

F= {f e LY(R) NL*(R) : /Rf(x)dx :0}

est dense dans L?(R). Que peut-on dire de la densité de

F' = {feLl([o,l])mL2([o,1]); (a:)d:c:O}

[0,1]

dans 1L2(]0,1])?
Soit E = LY(R) NL2(R) muni de |||z = [|-|; + ||]l5- Vérifier que (E, ||-||z) est un espace
de Banach. Soit f; € L>°(R) et f> € L2(R); on note f = f1 + fo: montrer que

ue b — /Rf(a:)u(x)dx
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est une forme linéaire sur FE.

Exercice 6. Pour h € R, on note 7, 'opérateur de translation défini par 7, f = f(- — h) pour
f borélienne sur R. On considere alors p € [1, + oco]. Remarquer que 75, est une isométrie de
LP(R). Si p < oo, montrer, en commencant par des fonctions continues a support compact,
que si f € LP(R), alors

lim 7 — fll, =0
En déduire que si A(A) > 0, alors 'ensemble A — A = {x —y : x,y € A} contient un voisinage
de 0.

Exercice 7 [Inégalité de Hardy]. Soit f une fonction positive continue sur R* | & support
compact. On pose, pour x > 0,

F(x)—al:/oxf(t)dt.

Soit p €]1, 4 ool. Justifier que F' € LP(R? ), et que
/ Fayde = L [ fa)Fa)pr—"ds .
Ry p—1Jr,
(On pourra utiliser le fait que FP = FFP~! = (f — xF')FP~1.) En déduire (c’est 'inégalité
de Hardy) que
p
1Flp < ﬁ||f||p :

Montrer que F' reste bien définie et que cette derniére inégalité reste valable pour toute
fonction f € LP(RY).
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 6
Espaces LP — Mesures-produits — Théoremes de Fubini

1. QUELQUES EXERCICES ENCORE SUR LES ESPACES P

Exercice 1. Soit f mesurable sur un espace (E, A, ). On suppose que f € LPo(u) pour au
moins un pg € R . Montrer que

(1)

lim [ f[[p = |[flloo ,
p—o0
en remarquant qu’il est toujours vrai que

liminf |[f|[, > [[flle
p—00

et que seule 'inégalité inverse nécessite une hypothese en plus;
(2) et que si en plus p est de probabilité, alors
Ly [[ f]],, = exp (I | f]]) 5

a cet effet, on déterminera d’abord avec soin les limites de

P
e e u [’fp]

Exercice 2. Soit 1 < p < 400 et f € LP(R). On pose

x
F(x) :/ f(t)yde .
0
Montrer que F' est bien définie et que si ¢ est I'exposant conjugué de p, alors

Lo SUep |F( 4+ h) — F()

h—0 ’h‘l/q :O ’

En déduire que si g est une fonction sur R de classe C! intégrable et que ¢’ € LP pour un
p € [1, + o0, alors
lim g(x)=0.

r—00

2. MESURES-PRODUITS

Exercice 3. Si (X, A, i) est un espace mesuré, on note A* la complétion de la tribu A pour
w. Soit alors (X7, Ay, 1) et (Xa, Az, u2) deux espaces mesurés o-finis. Montrer que

Al @ A2 C (A @ Ag)®He |

et que cette inclusion peut étre stricte (penser a la mesure de Lebesgue).
Question supplémentaire (plus difficile) : Montrer également que si f est une application
(A1 ® Az)"®*2_mesurable, alors pour g presque tout y, f(-,y) est A'-mesurable.
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3. THEOREME DE FUBINI-TONELLI, PETITS EXERCICES DE MISE EN JAMBES

Exercice 4. Soit f une fonction positive sommable sur un espace (F, A, 1) et g une fonction
croissante de classe C! sur R, avec g(0) = 0. Montrer que

+oo
nlgo fl= / J (Ol > tydr .

On retiendra en particulier que

/Efdu=/0+oou{f>t}dt-

Exercice 5. En calculant de deux fagons différentes I'intégrale

/ dz dy
g2 (1+y)(1+a2%y)’

400 1
/ ;1(9:) e
0 x4 —1

Exercice 6. Soit f une fonction sur R borélienne positive. Calculer la mesure de Lebesgue
sur R? de {(x,y) : 0 <y < f(z)} et du graphe de f (défini par {(z,y) : y = f(x)}). En déduire
que pour presque tout y, {f = y} est de mesure nulle.

trouver la valeur de

Exercice 7. Soient f et g deux fonctions R — R monotones de méme sens, mesurables par
rapport a une tribu A sur R, et x une mesure de probabilité sur (R,.4). On suppose de plus
que f, g et fg sont dans L'(u). Montrer que

plfgl = plf] wigl-
Indication : considérer (x,y) — (f(x) — f(y))(g(z) — g(v)).

Exercice 8. Pour k£ > 1, on note ||-||, la norme euclidienne sur R*. Pour quelles valeurs de

a > 0 la fonction .

T
1Ed)ys

appartient-elle & LP([0,1]¥), p > 07?

4. THEOREMES DE FUBINI, CALCULS ATROCEMENT PASSIONNANTS

Exercice 9. Soit f la fonction définie sur [0,1]? par

2 .2
f(x,y):ﬁ

pour max(z,y) > 0, et f(0,0) = 0. Calculer

/ dx/ dyf(zy) et /01 dy/o1 da f(z,y)
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et conclure.

Exercice 10. En remarquant que

1 Foo
- = / et ,
z 0

calculer .
o -
sinz
dx .
0 X
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 7
Convolution dans les espaces LP

Bonnes vacances et joyeuses fétes de fin d’année! G.S.

Exercice 1. Montrer que (L'(R), + , %) est une R-algebre de Banach, commutative et asso-
ciative, mais non unitaire. A cet effet, notez que (L*(R),+) est un R-module, et qu’il suffit
de montrer que x est bilinéaire pour avoir la structure d’algebre. Prouvez ensuite que x est
commutative, associative, mais qu’il n’existe aucun élément neutre pour * dans L*(R). Enfin,
la propriété dite de Banach est que || f x g|l; < |/ fl; [lg]l;, mais cela, vous le savez.

Exercice 2. Soit f € L'(R) et g une fonction continue bornée sur R. Montrer que f % g est
définie sur tout R, et qu’elle est continue et bornée.

En déduire que si g est en fait une fonction bornée, de classe C' sur R, de dérivée ¢’
également bornée, alors f x g est définie sur tout R, et est bornée, de classe C', de dérivée
également bornée.

Exercice 3. Soit f € LP(R) et g € L4(R), ot p et ¢ sont des exposants conjugués vérifiant
1< p,q < oo. Alors? f % g est définie sur tout R, est uniformément continue, et vérifie

1 > 9lloo < 11, Nlgll -

Montrer qu’en outre f * g est de limite nulle aux infinis.

Exercice 4 [Critére de compacité dans LP]. On rappelle® I’énoncé du théoréme d’Ascoli :
soit X et Y deux espaces métriques compacts, et A une partie de ’ensemble C(X,Y) des
fonctions continues X — Y (muni de la topologie de la convergence uniforme). Dire que A
est équicontinue, i.e.

Ve >0, 36 > 0, (d(:):,x')<5 = VfeA, d(f(:):),f(x'))<6) ,

équivaut & dire que A est relativement compact dans C(X,Y), i.e. sa fermeture A est compacte.

Nous allons prouver la version IL? suivante du théoreme d’Ascoli. Soit 2 un ouvert de R,
et un ouvert w CC Q (i.e., 'adhérence de w vérifie w C Q2 et w est compact). Le théoréeme de
Riesz-Fréchet-Kolmogorov assure alors que si F est un sous-ensemble borné de LP () avec
1 <p < oo, tel que

Ve > 0,30 >0, 0 < d(w,Q°), (|h| <6 = VEF, Imf — flinw < 5) ,

alors F|, est relativement compact dans IL”(w).

A cet effet, on note (p,)n>1 une suite d’approximations de dg (une suite dite régularisante),
ie. p, est C! (méme C*), de support inclus dans [—1/n,1/n] et d’intégrale 1. La suite
(np(n-))p>1, construite & partir de

1

221 i
piaes plz) = 4 €€ 1 si|z] < 1,
0 sinon,

2. voir la proposition 5.4.2 de votre polycopié, et sa preuve
3. voir par exemple G. Choquet, Cours de topologie, Chapitre I, Section 23, pour une preuve
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pour une constante de renormalisation ¢ bien choisie, convient par exemple. Par ailleurs, pour
simplifier les calculs, on considere F l'extension par 0 des fonctions de F a tout R.
(1) Montrer que pour tout n, la famille H,, = (p, x* F )jw est relativement compacte dans
LP(w).
(2) Montrer que o
A, sup [l e f = Fllipe) =0

(3) Conclure!

(4) Application: on fixe g € L!(IR) et on consideére un sous-ensemble B de LP(R), 1 < p <
00, borné (en norme) par M. On note F = g+ B; F est un sous-ensemble de LP(R).
Prouver que pour tout ouvert borné w C R, F,, est relativement compact dans IL”(w).

Pour les vacances... Lisez avec profit les Sections 4 et 5 du Chapitre IV de H. Brézis, Analyse
fonctionnelle, Théorie et applications, de méme que les commentaires de fin de chapitre.
Essayez par exemple de prouver 'inégalité de Young (qui généralise toutes toutes les inégalités
sur les normes de convolution que vous avez pu voir en cours ou en TD). D’ailleurs, ’exercice
4 de ce TD est tiré de ce remarquable ouvrage.
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 8
Mesures signées, mesures complexes — Théoreme de Radon-Nikodym

Le but de ce dernier TD de mesure et intégration est de s’intéresser aux relations entre
Iintégration et la dérivation, dans un cadre Lebesgue. Vous savez par exemple, dans le cadre
de l'intégrale de Riemann, donc aussi pour l'intégrale de Lebesgue, que

(1) toute intégrale F' d’une fonction continue f est de classe C!, et admet pour dérivée
Fr=f;
(2) et qu'une fonction f de classe C! est une intégrale de sa dérivée f’.

Téachons de généraliser ces deux résultats, connus sous le nom de théoréme fondamental du
calcul, et de les exprimer sous des conditions nécessaires et suffisantes. Une bonne référence,
de laquelle ce TD est tiré en grande partie, est W. Rudin, Analyse réelle et compleze.

DERIVEE DES INTEGRALES

On notera m la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 1 [Fonctions maximales|. Soit une mesure borélienne complexe sur R. Pour
x € R et r >0, on note B(z,r) =] — r,x + r|, et on considere

_ 1(B(x,r))
QTM(‘T) - m(B(l’,T)) :

Introduisons la fonction mazimale My définie par

Mp = sup Q|| ,
0<r<oco

ou |u| est la mesure de variation totale de p. Notant ||u|| = || (R), montrer que
(1) Mpu est semi-continue inférieurement, et est donc mesurable;
(2) pour tout A > 0,

3
m{M,u>)\}§H)\'u”.

A cet effet, on notera que si un sous-ensemble W de R peut s’écrire comme 'union d’une
famille finie de boules B(z;,r;), 1 < i < N, alors il existe un sous-ensemble S C {1,...,N}
tel que les boules (B(z;,r;),t € S) sont disjointes,
W C U B(JIZ,?)T‘Z) .
€S

Soit f € L'(m), et p la mesure définie par du = f - dm. Que dit alors I'inégalité de la
question (2)7 (Qui est My, comment se réécrit le second membre? C’est un simple jeu d’iden-
tification et de réécriture...)

Exercice 2 [Points de Lebesgue]. Soit f € L!(R). On appelle point de Lebesgue de
f € LY(R) tout point 2 € R pour lequel

1
m(B(z,r)) /B(g;,T) [ (y) = f@)] dm(y) — 0.

Prouver que presque tous les points de R sont points de Lebesgue pour f.
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Exercice 3 [Dérivée des intégrales]. On définit qu’une suite (E,),>1 de boréliens
rétrécit convenablement sur x s'il existe @ > 0 et une suite (r,)p>1 de réels strictement
positifs tels que r, — 0, E,, C B(z,ry) et m(E,) > am(B(z,ry)). Montrer que si x est un
point de Lebesgue de f € L!(m), et si (E,)n>1 rétrécit convenablement sur z, alors

. 1
f(:n):nll_{)gom(En)/Enfdm.

En déduire la premiere partie du théoreme fondamental du calcul :

Théoréme 1. Soit f € L'(R). On définit une intégrale de f par
X
F(x):/ fdm, reR.
—00
Alors F est dérivable en tout point de Lebesgque de f (donc m-p.p.), de dérivée F' = f.

INTEGRALE DES DERIVEES

Une fonction f a valeurs complexes, définie sur un intervalle I = [a,b], est dite absolument
continue [AC] sur I si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout n, pour toute famille

d’intervalles disjoints |aq,B1], . . . ,|an,0s[ dans I, on ait
Y Bi—a)<s = D IfB) - fla) <e.
i=1 i=1

(On notera qu’en particulier f est continue.) L’absolue continuité est la bonne condition pour
compléter le théoreme fondamental du calcul. Nous allons démontrer celui-ci dans le cas ou
f est croissante. L’extension au cas général est assez facile, et ne met pas vraiment en jeu de
techniques de mesure et d’intégration — les détails sont donnés par W. Rudin, Analyse réelle
et complexe.

Théoréme 2. Soit I = [a,b] et f: I — R croissante (au sens large). Alors f est AC si et
seulement si f est presque partout dérivable sur I, de dérivée f' € LY(I,m), et vérifie, pour
tout a < x < b,

f@) - 1) = [ rar.

Exercice 4. Rappeler pourquoi f AC est une condition nécessaire. Il s’agit alors de montrer
le sens direct de 1’équivalence.

Exercice 5. A cet effet, montrer au préalable que si f est AC, alors 'image par f d’un
ensemble de mesure nulle est encore de mesure nulle.

On considere alors la fonction g définie sur I par g(x) = x+ f(z). Montrer que I'image g(E)
par g de tout ensemble Lebesgue-mesurable F, est encore Lebesgue-mesurable. On définit ainsi
légitimement ’application

®:EeM—m(g(E)),
qui & un ensemble Lebesgue-mesurable £ € M inclus dans I associe m(g(E)). Montrer que ®
est une mesure sur les ensembles Lebesgue-mesurables, que ’'on notera p. Remarquer ensuite
que p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (au sens des mesures),
et ainsi quil existe h € LY(M) telle que dp = h - dm. Conclure en utilisant le Théoréme 1.
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 9
Probabilités discretes, lois, théoréeme du changement de variables, fonctions de répartition

PROBABILITES DISCRETES

Exercice 1. On dispose de r boules (numérotées), que l'on répartit dans n cases de fagon
uniforme indépendante, c’est-a-dire que pour chaque boule on choisit une des n cases avec la
meéme probabilité. Donner un espace de probabilités correspondant a cette expérience.

Calculer la loi fi,, du nombre de boules tombant dans la premiere case. Montrer que si r
et n tendent vers +oo, de telle sorte que r/n — X € Ry, alors la loi p,, approche la loi de
Poisson d’indice A: pour tout k € N,

oY

prn(k) — e Tk

Exercice 2 [Le théoréme du scrutin]. On procede au dépouillement d’un scrutin, en en-
levant un par un les bulletins d’une urne, qui contient a bulletins pour le candidat A et b
bulletins pour le candidat B, avec a > b. Quelle est la probabilité pour que, tout au long
du dépouillement, le candidat A ait été toujours en téte (au sens strict) ? (On pourra se ra-
mener au dénombrement d’une certaine famille de lignes brisées allant de (0,0) & (a+b,a—0b).)

Exercice 3 [Pouvoir paranormal moyen]. On consideére 'expérience de divination sui-
vante. On dispose d’un jeu de 52 cartes distinctes, d’'un manipulateur et d’un devin. Le devin
ne peut a aucun moment voir le jeu ou le manipulateur, et doit deviner quelle est la carte se
trouvant sur le dessus du paquet. Il annonce donc une carte au hasard, et le manipulateur
retourne silencieusement les cartes les unes apres les autres jusqu’a tomber sur la carte an-
noncée par le devin. Apres quoi ce dernier doit deviner la carte qui suit: il annonce une carte
au hasard parmi les 51 restantes, et le manipulateur continue de retourner les cartes a partir
de ’endroit ou il s’était arrété — et ainsi de suite, jusqu’a ce que tout le paquet soit retourné.
Combien de fois en moyenne le devin aura-t-il & annoncer une carte qui se trouve encore dans
le paquet?

CALCULS DE LOIS ET CHANGEMENTS DE VARIABLES

Théoréme 3 (Théoreme du changement de variables pour la mesure de Lebesgue). Soit U
et D deuz ouverts de R%, et ¢ : U — D un difféomorphisme de classe C*. Alors, pour toute
fonction borélienne f: D — Ry,

/D f(z)de = /U F(p(w)) o )] du

ot Jy(u) = det(¢'(u)) est le jacobien de ¢ en u.

Exercice 4. Si X est une variable aléatoire réelle, de loi de densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R, que peut-on dire de laloide Y =1/X7?

Appliquer ceci & X de loi normale standard N(0,1): dans ce cas, Y admet-elle encore une
espérance?
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Supposons maintenant que X suive la loi de Cauchy C(0,1), de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue

1 1
r)=——=;
f(@) T 1+y?
que peut-on dire de la loi de Y'? Questions subsidiaires: la notation N(0,1) rappelle que la
loi normale standard a 0 pour espérance et 1 pour variance. Pourquoi la notation C'(0,1) (id

est, que serait une loi de Cauchy C(a,b))?

Exercice 5. On considére une source lumineuse ponctuelle située au point (—1,0) dans le
plan. Soit 6 une variable aléatoire uniforme dans | — 7/2,7/2[; on suppose que la source
émet un rayon lumineux en direction de I’axe des ordonnées selon un angle 6 avec 'axe des
abscisses. Déterminer la loi de ’'ordonnée du point d’impact du rayon avec I’axe des ordonnées.

FONCTIONS DE REPARTITION

Exercice 6. Si X est une variable aléatoire réelle, de loi de densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R, que peut-on dire de la loi de Z; = |X| et de Z5 = X?? En particulier,
préciser la densité de la loi x2(1), dite du chi-deuz & un degré de liberté, et qui correspond &
la loi du carré d’une loi normale standard.

Exercice 7. Soit X une variable aléatoire réelle, dont on note Fx la fonction de répartition.
X est intégrable si et seulement si

/R+ (1 - Fx(z)+ Fx(—z)) dz < 400 .

Dans ce cas,

E[X] = /]R+ (1 - Fx(2) — Fx(~2)) dz < +00 .

Exercice 8 [Simulation de variables aléatoires]. Soit X une variable aléatoire réelle et
F sa fonction de répartition, dont on rappelle qu’elle est définie par F(t) = P(X < t) pour
t € R. Pour u €]0,1[, on définit I'inverse généralisée de F' par

F~lu) =inf{t cR: F(t) >u} .

Inverse et inverse généralisées coincident bien dans le cas ou F' est bijective (strictement
croissante). Montrer alors que si U est une variable aléatoire uniforme sur ]0,1[, alors F~1(U)
et X ont méme loi.

Application : supposons que 'on dispose d’une telle v.a. uniforme U. Comment simuleriez-
vous une variable aléatoire de loi de Cacuhy, de loi exponentielle de parametre A € RY , ou de
loi de Laplace? On rappelle que la densité de cette derniere est donnée par

flx) = B e il
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Si maintenant la loi de X est diffuse? (i.e. F' est continue, ou encore, X ne charge aucun
point), quelle est la loi de F'(X)? Pour répondre a cette question, introduire la fonction

G(u) =inf{t e R: F(t) > u} .

POT-POURRI

Exercice 9. Déterminer la tribu o(X) engendrée par X dans le cas ou (2,.4) = (R, B(R)) et
X(w) = w?.

Exercice 10 [A propos de queues|. On appelle queue d’une loi réelle u la fonction qui a
x € R associe p]z, + 0ol. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Montrer que la queue
de sa loi satisfait

lim zP[|X|>2x]=0.

rT—00

Soit @ la fonction de queue de la loi normale standard. Vérifier I'inégalité, valable pour
tout x > 0,

2
22 e /2 e

- /\ ,
1+22 2v2r T 27w 2
et en déduire un équivalent de ® lorsque x — oo.

—x2/2 —x2/2

e

< ®(x)

4. mais sans nécessairement admettre de densité par rapport a la mesure de Lebesgue — cf. par exemple
la fonction de Lebesgue
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 10
Moments des lois, fonctions caractéristiques, génératrices, et de Laplace

Définition 1. On dit que les variables aléatoires X1, ...,X,, sont indépendantes si pour toutes
fonctions mesurables f1,...,fn, on a

E[f1(X1) - fu(Xn)] = E[f1(XD)] . E[fu(Xn)] -

Une suite (Xi)ren de variables aléatoires est indépendante si toute suite finie extraite est
formée de variables indépendantes. Des événements sont indépendants si leurs indicatrices le
sont.

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de loi u. On définit la fonction
génératrice de p (ou X) par

Gx(r) =B~ =) p({n})r",
n>0

pour r € [—1,1]. Rappeler pourquoi on appelle cette fonction génératrice, et calculer sa valeur
pour les lois suivantes:

(1) loi de Bernoulli de parametre p € [0,1],

(2) loi bindmiale de parametres (n,p), avec n € N*,p € [0,1],

(3) loi géométrique (sur N) de parametre ¢ €]0,1],

(4) loi de Poisson de parametre \ > 0.
En déduire les espérances et variances des lois ci-dessus.

Si X est une variable aléatoire réelle de loi u, on définit sa fonction caractéristique par
dx(t) = Ele''X] .

Calculer les fonctions caractéristiques des lois exponentielle de parametre A > 0 et uniforme
sur [0,1]. En déduire les espérances et variances des lois ci-dessus.

Exercice 2 [Médiane d’une variable aléatoire]. Soit X un variable aléatoire réelle. On
appelle médiane de X et on note med(X) ’ensemble des réels x tels que

PIX>2]>- et PX<a]>

1
pu— 2 .
(1) med(X) est un intervalle fermé non-vide, dont l'intérieur n’est pas chargé par la loi
de X, et

| = —

P[|X| < a >% = med(X) C [—a,a] .

(2) Soit m une médiane de la loi de X. Si X est une copie® indépendante de X, i.e. une
variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé sous-jacent, de méme loi que
X et indépendante de X, alors, pour tous a € R, ¢t > 0 et r > 0,

%IP’HX—m\Zt]S]P’HX—X" zt]éﬂ"{X—aIZﬂ :

5. pourquoi peut-on toujours supposer qu'une telle copie existe?
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ou m désigne I'un quelconque des éléments de med(X), de sorte que
1 -
SE(X—m[]<E HX—XH <MIE[IX —af] .

(3) On suppose désormais X intégrable. L’application
r€R— Dx(z)=E[X —z|]

est convexe et détermine la loi de X. Elle est minimale (et constante) sur med(X).
(Comparer a la caractérisation de la variance de X.) De plus,

lim (Dx(z) +z)=E[X] et lim (Dx(z)—z)=-E[X].
Enfin, prouver que

Imed(X) — E[X]| < /2 var(X) .

Exercice 3 [Réciproque au lemme de Borel-Cantelli]. Soit (X,,),en une suite de va-
riables aléatoires positives définies sur le méme espace probabilisé, et telles que pour tout
n €N, 0 < E[X2] < co. Alors, pour tout n, 0 < E[X,,] < oo et

(E[XA])*

. Xn .
P [hglsogp E[X,] > 0] > hrILrLSolip BIX2]

En particulier, si (Aj)r>1 est une suite d’événements telle que >, P[Ay] = oo, alors

2
| | (1 <ocn Bl
P [limsup A, | > limsup .
o o (Zlgk,jgn P[Ax N Aj])

Question subsidiaire : pourquoi dit-on que c’est une réciproque au lemme de Borel-Cantelli?

Exercice 4 [Lemme de Hoeffding]. Si Z est une variable aléatoire, on appelle log-transformée
de Laplace de Z la fonction & valeurs dans R U {400}, définie pour A € R par

bz = logE [e)‘Z} .
(1) Montrer que si Y est une variable aléatoire centrée a valeurs dans l'intervalle [a,b],

alors pour tout A € R,

Yy (A) < (1)_;)2)\2 ;

on pourra par exemple dériver deux fois 1y, et identifier, pour tout A, cette dérivée
seconde a la variance d’une variable aléatoire Z).

(2) En déduire 'inégalité d’Hoeffding, qui est une inégalité de concentration de la la
mesure (celle de la loi d’'une somme de variables aléatoires indépendantes et bornées) :

Théoréeme 4. 57 X1,...,X, sont des variables aléatoires, telles que X; est a valeurs
dans |a;, b;], alors pour tout € > 0,

P ;Xz_;E[Xz] 25] < exp <—W) .
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Par conséquent,

]P’[ i:Xi—zn:E[Xi]

-

<

2o (-

n
i=1

2¢2

(bi — a;)?
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 11
Indépendance, fonctions de répartition, lemme de Borel-Cantelli

MISE EN JAMBES...

Exercice 1 [Loi du 0—1 de Kolmogorov]. Soit (£2, F,P) un espace probabilisé, et (F,)n>0
une suite de sous-tribus de F. On note
Goo = () 0 {Fks k> n}
n>0
la tribu des événements asymptotiques. On suppose que les F;, sont indépendantes. Alors G
est P-presque triviale, i.e.,
VA € G, P[A] €{0,1}.

En remarquant qu'une variable aléatoire Go-mesurable est P-p.s. constante, montrer que si

X1,Xo,... est une suite de variables aléatoires réelles, de suite des moyennes mobiles associée

_ 1
ang(X1+...+Xn) ,

alors les variables aléatoires lim inf X, et lim sup X,, sont asymptotiques (i.e., Goo-mesurables).
En déduire que I’événement “la suite des moyennes mobiles converge” est lui-méme asymp-
totique.

Exercice 2 [Inégalité de Khinchine]. Soit o1, ...,0, des variables aléatoires i.i.d. de loi
de de Rademacher, id est,
1
PX;=1=P[X;=-1] = 3

Soit ai, ... ,a, des réels. Montrer® que

n
E [ ZCLZ‘ a; ] >
i=1
Indication : montrer que si X admet un moment d’ordre 4, alors

(E[XQ])3/2
(E[x4)?

E[lX]] =

CALCULS DE LOIS

Exercice 3. Soit X1,Xs,...,X, des variables aléatoires réelles i.i.d. de loi de densité f par
rapport a la mesure de Lebesgue. Déterminer la loi de Y = ming X, et de Z = maxy Xj.

Exercice 4. Soit X et Y deux variables aléatoires sur R, indépendantes, de lois exponen-
tielles, respectivement £(A) et £(u). Déterminer les lois de U = X AY, V = X VY, et de
(U,V). Indiquer comment retrouver les lois de U et de V' a partir de celle calculée pour le

6. en fait, la constante proposée ici est sous-optimale: une preuve plus sophistiquée permettrait de rem-
placer le facteur 1//3 par 1/v/2
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couple (U,V).

Exercice 5. Soit X et Y des variables aléatoires réelles. On note U = min(X,Y) et V =
max(X,Y). Montrer (ou l'on indice la fonction de répartition F' d’une variable aléatoire par
cette derniere) que |Fx — Fy| < Fyy — Fy, et qu’on a ’équivalence

/(FU—FV) dm<oo << E[X-Y|]<o.
R

Montrer que si X et Y sont indépendantes, alors
E[|X -Y|]]<oo <<= E[|X[|+E[Y]] <.

Exercice 6. Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires réelles de loi de densité f par rap-
port & la mesure de Lebesgue sur le plan, montrer que Z = X/Y est une variable aléatoire,
et calculer sa loi. Que constate-t-on lorsque X et Y sont indépendantes et suivent toutes
deux une loi normale standard? Concluez-en que si Z suit une loi de Cauchy, alors 1/Z et
(1+2)/(1 — Z) sont également de Cauchy.

LEMME DE BOREL-CANTELLI

Exercice 7.

(1) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi p. Calculer P[X =
Y]. Si X et Y sont réelles, montrer que P[X > Y] =P[Y > X] > 0 sauf dans un cas
a déterminer.

(2) Soit (Xp,n > 0) une suite de variables aléatoires réelles positives indépendantes, de
méme loi. Montrer que p.s. ), <, X, = 00, sauf dans un cas que I'on déterminera.

(3) Soit (X,,,n > 0) une suite de variables aléatoires réelles positives indépendantes, de
fonction de répartition F. Montrer que presque strement, max (Xg,X1,...,X,) — £
quand n — oo, ou £ =sup {t € R: F(t) < 1}.

Exercice 8. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires positives indépendantes de
méme loi. Montrer la dichotomie suivante: p.s.,

lim su Xn [0 siE[Xi]<

P | oo siE[Xy] =

n—oo N

Y

©.¢)
o .

Exercice 9. Soit a > 0, et soit (Z,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes
de loi donnée par a > 0, et

1 1
P[Z,=1]=— et P[Zn:O]:l—n—a.
Montrer que Z, — 0 dans L' (donc en P-probabilité), mais pas nécessairement P-p.s. :

{1 sia<1,

msupZn =10 Ga>1.

n—oo
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Exercice 10. Soit (X,,n > 1) une suite de variables indépendantes, toutes de loi exponen-
tielle de parametre 1.

(1) Montrer que limsup,, ., X,/Inn =1 p.s.

(2) On pose Z, = max (X1,...,X,,)/Inn, montrer que liminf Z,, > 1 p.s.

(3) Montrer que pour une suite (ng)x bien choisie, limsupy,_,o, Z,, < 1 p.s. En déduire
que limsup,,_,, Zn, <1 p.s., et enfin que lim, o Z, = 1 p.s.

LA CERISE SUR LE GATEAU...

Exercice 11. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N*, et X1,Xo,... une suite de
variables aléatoires réelles i.i.d. indépendantes de N. Comment étudieriez-vous
N
Z=Y X,?
n=1

(Précisez 'espérance de Z, caractérisez sa loi, etc.)
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INTEGRATION ET PROBABILITES — TD 12
Lois des grands nombres, convergence en loi, théoreme central limite

Exercice 1. Donner des exemples de suites de variables (X,,,n > 1) telles que la tribu asymp-
totique Ny,>1 Gy, n'est pas triviale (ou G, est la tribu engendrée par les variables X, Xp41, .. .).

Exercice 2 [Théoréme de I’image continue]. Montrer que les convergences presque-sures,
en probabilité, et en loi sont stables par images continues.

Exercice 3 [Lemme de Slutzky]. Soient (Z,)n>1 et (Uy)n>1 deux suites de v.a. réelles, et
Z,U deux v.a. réelles, toutes définies sur le méme espace de probabilité, telles que

Zn~Z et Uy~ U (ouméme U, — U).

Est-il vrai en général que (Z,,U,) ~ (Z,U)? Montrer que cela est vrai en revanche dans les
cas suivants:

(1) Zn 5 ZetU, 5 U.
(2) pour tout n, Z, et U, sont indépendantes, et Z et U sont également indépendantes.
(3) U est p.s. constante; pour traiter ce cas, on montrera d’abord que si Z/, ~ Z' et
Y, -7, 20, alors Y~ 7.
Remarquez que la convergence (Z,,U,) ~ (Z,U) entraine en particulier, par image conti-
nue, que Z, + U, ~ Z +U et que Z, U, ~ Z U. Le point (3), dans ces deux cas particuliers,

porte le nom de Lemme de Slutzky (voir les exercices 4, 10 et 11 de ce TD pour des applica-
tions).

Exercice 4. Soit une suite de variables aléatoires réelles (X, )n>1 et X définies sur le méme
espace probabilisable (2, ). On munit de dernier de deux probabilités P et Q. Montrer que
si Q est absolument continue par rapport a P, et si (X,,) converge en P-probabilité vers X,
alors (X,,) converge également en Q-probabilité vers X.

Exercice 5. Soit m une mesure de probabilité sur R. On définit pour tout n > 1 la mesure
de probabilité sur R
mp = _m ([k27",(k + 1)27"]) Spo-n .
keZ
Montrer que (my,,n > 1) converge en loi vers m.
Montrer que si np, — A, alors la suite des lois binémiales de parametres (n, p,) converge
vers la loi de Poisson de parametre A. (Voir aussi l'exercice 1 du TD 9.)

Exercice 6. Soit (Y,,,n > 0) une suite de variables aléatoires réelles suivant respectivement
une loi gaussienne N (m,,,02) avec m, € R et o, > 0. Montrer que cette suite converge en
loi vers une variable réelle Y si et seulement si les deux suites (my,,n > 0) et (o,,n > 0)
convergent (respectivement, vers m et o), et identifier la loi limite.

Exercice 7. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. On pose M,, =
max(Xi,...,X,). On suppose que la loi commune est la loi uniforme sur [0,1] (resp. la loi
de Cauchy standard), montrer que la suite n(1 — M,) (resp. n/M,) converge en loi quand
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n — oo vers une loi limite a préciser.

Exercice 8. Déterminer, sans calcul, la limite de P[S,, < n], ou S,, = X1 + ...+ X, et ou
les (Xk, k > 1) sont i.i.d. selon une loi exponentielle de parametre 1.
De la méme maniere, déterminer, sans calcul, la limite de

. Zn n*
(& -— .
k!
k=0

Exercice 9. Donner explicitement une suite (X,,,n > 1) convergeant en probabilité mais
telle que

P [limsupX —oo] =1.

n—oo
Soit maintenant (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d., de loi commune centrée
et possédant un moment d’ordre 2. Montrer que

P [limsupsn :oo] =1,
n

n—oo
et que S, /4/n ne converge pas en probabilité. Montrer également que
P[{S, > 0} N {S2, < 0}]

converge quand n — oo vers une certaine limite a la calculer.

Exercice 10. Soit X1, X, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune de Poisson
de parametre A. Pour a €]0,1[ donné, construire une suite d’intervalles I,,(X]) tels que

P\ e [(XP)] —»1—a.

(Vous avez construit une suite d’intervalles de confiance asymptotiquement de niveau «,
bravo!)

Exercice 11. En Suisse, entre 1871 et 1900, sont nés 1.359.670 garcons et 1.286.086 filles.
Qu’en pensez-vous "’ ?

7. a part, bien siir, que vous n’en avez cure...



